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基于改进型双正切变换的高阶

近奇异性精确积分方法研究
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　　摘　要：　电磁场表面积分方程方法（ＳＩＥ）中的高阶近奇异性积分是 ＳＩＥ精确求解的关键技术之一，但现有方法
主要是处理平面单元建模中的低阶近奇异性问题，目前还没有一种可用于高阶曲面建模中３阶近奇异性的精确稳定
积分方法．本文在前期提出的双正切变换方法（ＤＡＴ）的基础上，针对高阶曲面建模中含有 ＲＲ／Ｒ５、Ｒ／Ｒ４和１／Ｒ３等形
式积分核的近奇异性问题，通过引入指数变换解决了ＤＡＴ算法在近奇异点与源单元非常接近时算法不稳定的问题，
并通过引入形函数变换解决了ＤＡＴ近奇异点与源单元边界靠近时积分不稳定的问题，形成改进型双正切变换方法
（ＩＤＡＴ）．相对于ＤＡＴ，所提ＩＤＡＴ更稳定高效．所提ＩＤＡＴ不仅可用于曲面单元中的高阶近奇异性问题的精确积分，同
时也适用于低阶近奇异积分问题．理论分析与数值算例验证了本文所提方法的精确性与稳定性．
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１　引言
　　电磁场表面积分方程方法（ＳｕｒｆａｃｅＩｎｔｅｇｒａｌＥｑｕａ
ｔｉｏｎ，ＳＩＥ）因具有精确高效的特点而成为当前计算电磁

学最主要的方法之一［１］．然而，在ＳＩＥ中，若奇异性和近
奇异性积分处理不当，很容易造成阻抗矩阵或散射场

的计算精度降低．通常，当采用并矢格林函数计算散射
场或阻抗矩阵时，积分核中会包含以下三类奇异性积
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分核：（１）１／Ｒ形式的弱奇异性积分核；（２）１／Ｒ２形式的
强奇异性积分核；（３）１／Ｒ３形式的超奇异性积分核．当
场点与源曲面很接近或重合时，这三类奇异性积分核

通常难以采用数值方法精确积分［２］．尤其是对于第三
类超近奇异性或超奇异性问题，在曲面建模时目前还

没有精确可靠的积分方法，使得高阶奇异性的近奇异

性问题成为当前ＳＩＥ精确计算中需要解决的关键问题
之一［３～１４］．

考虑到奇异性积分的重要性，奇异性和近奇异性

精确积分技术近年来被广泛研究，并提出了若干新型

奇异和近奇异性积分方法．如 Ｋｌｏｃｋｎｅｒ等人提出将高
阶奇异积分核进行二维展开再求积分的方法，解决强

奇异性和强近奇异性积分［８］．Ｋｈａｙａｔ等人基于极坐标变
换，提出一种自动求积的方法，实现奇异性和近奇异性

积分［９，１０］．Ｐｏｌｉｍｅｒｉｄｉｓ等人提出 ＤＩＦＥＣＴＦＮ方法对 １／Ｒ
和１／Ｒ２类积分核进行奇异性处理，实现了较高的积分
精度［１１］．Ｂｏｔｈａ提出一种增广 Ｄｕｆｆｙ变换方法实现第三
类近奇异性的消除［１２］．Ｌｉ等人提出一种新的极坐标变
换方法处理１／Ｒ２型近奇异性积分核［１３］．Ｓｅｌｃｕｋ和 Ｋｏｃ
采用Ｈａｄａｍａｒｄ有限项插值的方法实现１／Ｒ２型奇异性
积分［１４］．但是通过调研可看出，当前的奇异性和近奇异
性积分技术主要存在以下问题：（１）大多数技术都是针
对平面单元建模的情况，很少考虑曲面单元应用场景；

（２）大多数方法都只适用于弱奇异和强奇异性，很少是
针对超奇异性的；（３）大多数方法都是针对奇异性问题
而非近奇异性问题；（４）部分文献中所谓的超奇异性积
分仅是针对Ｒ／Ｒ３，而不是本文所提的１／Ｒ３．因此，目前
公开文献中并没有关于曲面建模中的超近奇异性积分

处理技术的介绍．
为解决此问题，作者前期提出一种双正切变换方

法（ＤｏｕｂｌｅＡｒｃｔａｎＴｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ，ＤＡＴ）［１５］，实现了在曲
面单元建模时的超近奇异性积分．该方法在极坐标变
换的基础上，对矢径方向变量引入正切变换，从而在理

论上消除了３阶近奇异性．所提 ＤＡＴ方法可在大多数
场合下消除３阶近奇异性，满足实际工程和理论分析的
要求．然而，实测分析发现原 ＤＡＴ仍存在以下问题：①
该方法的计算精度将随近奇异点与源曲面的投影距离

的减小而降低，如当投影距离小于１０ｅ４时，该方法存
在明显误差；②当曲面单元扭曲较大，并且投影点接近
曲面单元的边缘时，由于极坐标变换所引起的形函数

和矢径等变量将成为角度的快变函数，造成了数值积

分的不稳定．因此，仍需要进一步研究 ＤＡＴ的改进方
法，提高ＤＡＴ算法的稳定性．

针对ＤＡＴ所存在的上述问题，本文理论分析其形
成原因，提出：（１）在极半径方向上引入指数变换，通过
重新规划高斯积分点的分布，使得在投影距离很小时

实现稳定积分，解决问题①；（２）在角度方向上，增加形
函数变换，根据形函数重新规划角度维方向上的高斯

积分点分布，提高该算法在高度扭曲的源单元上积分

的稳定性，解决问题②．为区别原 ＤＡＴ算法，此处将引
入指数变换和形函数变换的ＤＡＴ算法记为改进型双正
切变换方法（ＩｍｐｒｏｖｅｄＤｏｕｂｌｅＡｒｃｔａｎＴｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ，
ＩＤＡＴ）．

２　双正切变换方法（ＤＡＴ）
　　对于时谐电磁场，在自由空间中的电场和磁场可
由电场积分方程和磁场积分方程得到，表示为

Ｅ（ｒ）＝μ〈Ｌ（ｒ，ｒ′），Ｊ（ｒ′）〉－〈Ｋ（ｒ，ｒ′），Ｍ（ｒ′）〉
（１）

Ｈ（ｒ）＝ε〈Ｌ（ｒ，ｒ′），Ｍ（ｒ′）〉＋〈Ｋ（ｒ，ｒ′），Ｊ（ｒ′）〉
（２）

其中，Ｌ算子和Ｋ算子分别表示为

Ｌ（ｒ，ｒ′）＝ｉω∫ｄｒ′珚Ｇ（ｒ，ｒ′） （３）

Ｋ（ｒ，ｒ′）＝∫ｄｒ′!×珚Ｇ（ｒ，ｒ′） （４）

其中，珚Ｇ和
!

×珚Ｇ为并矢格林函数及其旋度，其显示表
达式为

珚Ｇ（ｒ，ｒ′）＝ （珋Ｉ－Ｒ^^Ｒ）＋（珋Ｉ－３^Ｒ^Ｒ）ｉｋＲ－１ｋ２Ｒ[ ]２
ｅｉｋＲ

４πＲ
（５）

!

×珚Ｇ（ｒ，ｒ′）＝
!

×珋Ｉｅ
ｉｋＲ

４πＲ
（６）

其中，珋Ｉ是单位矩阵，Ｒ＝ Ｒ－Ｒ′，^Ｒ＝Ｒ／Ｒ．通常电流 Ｊ
和磁流Ｍ采用基函数展开，使得式（１）和（２）的积分变
得非常复杂，通常没有解析积分表达式，只能通过数值

积分精确计算．不失一般性，式（１）和（２）中的积分核可
展开为

Ｅ（ｒ）＝∑
３

ｎ＝０
Ｉｎ（ｒ，ｒ′）＝∑

３

ｎ＝０
∫Ｓ′
Ｆｎ（ｒ，ｒ′）
Ｒｎ

ｄｒ′ （７）

其中Ｓ′表示源曲面，Ｆｎ（ｒ，ｒ′）为展开多项式．由于被积
函数的复杂性，Ｆｎ（ｒ，ｒ′）通常无法得到解析的表达式．
式（２）的积分转化与式（１）类似，此处将不再重复．在式
（７）的积分中，当 ｒ无限接近于 ｒ′（源曲面 Ｓ′）时，则产
生近奇异性；当 ｒ与 ｒ′可以重合时，则产生奇异性．当
Ｆ３（ｒ，ｒ′）≠０时，则存在超奇异性；当Ｆ２（ｒ，ｒ′）≠０，
Ｆ３（ｒ，ｒ′）＝０，则存在强奇异性；当Ｆ１（ｒ，ｒ′）≠０，Ｆ２（ｒ，
ｒ′）＝Ｆ３（ｒ，ｒ′）＝０，则存在弱奇异性．本文主要研究曲
面建模情况下的超近奇异性问题，即式（７）中的Ｉ３．

图１给出了典型曲面四边形单元建模情况下的近
奇异性模型．场点 Ｐ非常接近于源曲面 Ｓ′，其在Ｓ′上的
投影点为 Ｏ，投影距离为 ｈ．当采用高斯积分计算该奇
异性问题时，高斯积分点（或源点）Ｑ到场点 Ｐ的距离
为Ｒ＝ｒ－ｒ′．当采用曲面四边形单元建模时，所有的计

４７８１
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算均在参数曲面上进行．关于参数曲面建模请参考文
献［１６］，此处不再详细介绍．得到近奇异投影点 Ｏ在参
数坐标系下的坐标（ｕ０，ｖ０）后，以该投影点为原点将待
积区域分解为４个子三角形，每个三角形内都进行一次
极坐标转化，如图２所示．投影点到每条边的距离为 ｄ，
即对应的子三角形的高度为 ｄ．则在 ＤＡＴ算法中，首先
以投影点为原心，将参数坐标系下的变量ｕ、ｖ与极坐标
系下的变量ρ、φ进行转换，即

ρ＝ （ｕ－ｕ０）
２＋（ｖ－ｖ０）槡

２，

φ＝ａｒｃｔａｎ［（ｖ－ｖ０）／（ｕ－ｕ０）］
（８）

于是Ｉ３表示为

Ｉ３ ＝∑
４

ｉ＝１
Ｉｉ３ ＝∑

４

ｉ＝１
∫
φｍａｘ

φｍｉｎ
∫
ρｍａｘ

０

Ｆｉ３（Ｒ）
Ｒ３
ρｄρｄφ （９）

其中，Ｉｉ３表示在第 ｉ个子三角形内的极坐标积分结果．
需要注意的是，近奇异情况分为两种，即投影点满足－１
≤ｕ０，ｖ０≤１（图２（ａ）），和 ｕ０ ≥１和／或 ｖ０ ≥１（图２
（ｂ））．对于这两种场景，ＤＡＴ的处理过程是完全相同
的，差别仅在于（ｂ）中的蓝色子三角形上关于 φ的积分
上下限满足关系φｍａｘ＜φｍｉｎ．

在ＤＡＴ中，定义

ＲＴ＝ Ａ２（φ）ρ２＋ｈ槡
２ （１０）

其中，Ａ（φ）为形函数，表示为［１７］

Ａ（φ）＝ ａｕｃｏｓφ＋ａｖｓｉｎφ （１１）
ａｕ和ａｖ是参数坐标系下的协方向矢量

［１６］．令 珘Ｆｉ３（Ｒ）＝
Ｆｉ３（Ｒ）Ｒ

２
Ｔρ／Ｒ

３，式（９）中的子积分改写为

Ｉｉ３ ＝∫
φｍａｘ

φｍｉｎ
∫
ρｍａｘ

０
珘Ｆｉ３（Ｒ）

１
Ｒ２Ｔ
ｄρｄφ （１２）

可见，原关于Ｒ的３阶近奇异积分转化为关于 ＲＴ的２
阶奇异性积分．为抵消该奇异性，做数学变换

ρ＝ ｈ
Ａ（φ）ｔａｎ（ξｈ）

（１３）

该变换对应的雅可比因子为 ηξ＝Ｒ
２
Ｔ／Ａ（φ），于是式

（１２）重新表示为

Ｉｉ３ ＝∫
φｍａｘ

φｍｉｎ
∫
ξｍａｘ

ξｍｉｎ

珘Ｆｉ３（Ｒ）
Ａ（φ）

ｄξｄφ （１４）

可见，上述变换最终抵消了３阶近奇异性．
需要说明的是，此处虽然是以曲面四边形为例说

明ＤＡＴ的操作过程，但对于曲面三角形建模的情况，其

过程是基本相同的，差别仅在于以投影点为参考点将

曲三角形分解成３个子三角形，而在各子三角形中的操
作与前述过程是相同的．

３　改进型ＤＡＴ变换方法
　　在ＤＡＴ中，通过对变量ρ进行正切函数变换，消除
了３阶近奇异性．但是，在通过参数变换消除近奇异性
时，其数值积分的收敛速度主要取决于：（１）被积函数
随自变量变化的快慢；（２）被积函数计算的精度．其中，
在ＤＡＴ中导致被积函数计算精度较差的原因主要包括
两点：（１）计算过程中存在大数据引起的明显绝对计算
误差；（２）变换过程将原大数据变换成小数据，使得变
换前后的积分结果产生较大的变换误差．上述原因严
重影响了ＤＡＴ的稳定性．
３１　指数变换

当近奇异点非常接近源曲面时，采用 ＤＡＴ变换处
理近奇异性积分，在每个子三角形上是对变量φ和ξ分
别进行高斯积分，即二维高斯积分．其中内层为对 ξ的
积分，外层为对φ的积分．当投影距离ｈ很小时，会使得
关于ξ的高斯积分点向近奇异投影点Ｏ聚集，增大了误
差，并且对离Ｏ点较远处的源信息提取不够充分．为说
明此问题，不妨将积分区域分成两部分，如图３所示，即
以Ｏ点为中心的一个完整圆形（图３中蓝色部分）和剩
下的白色区域．对于白色区域，仍采用原 ＤＡＴ在４个子
区域中进行处理，而对于蓝色区域，则可以当成一个完

整的积分区域进行积分，而不再是４个子块．则在该蓝
色区域内，仍对变量 φ和 ξ分别进行高斯积分，但此处
调整积分顺序，内层为对 φ的积分，而外层为 ξ．并且，
假定φ方向高斯积分点都非常密集，使得内层积分误
差很小．图３中蓝色圆内的虚线圆环表示当取１０个高
斯积分点时，关于ξ的高斯积分点的位置．对于不同的
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ξ（或ρ）值，对于φ在圆周上的积分误差记为δ．此时，假
设有ｎ个ξ取值，则各ξ值下的误差记为δｊ（ｊ＝１，２，…，
ｎ）．需要说明的是δｊ为相对值，即

δｊ＝ ∫
２π

０

珘Ｆ３（Ｒ｜ξｊ）
Ａ（φ）

ｄφ－Ｉ（Ｒ｜ξｊ[ ]） Ｉ（Ｒ｜ξｊ）

（１５）
其中Ｉ（Ｒ｜ξｊ）为当ξ取第ｊ个高斯点ξｊ时Ｉ的精确值．然
而，需要强调的是，即使高斯积分可使所有 δｊ误差都很
小，但当ξｊ取值很大时，则 ρ和 Ｒ相应的取值很大，使
得 珘Ｆ３（Ｒ）也非常大，最终 Ｉ（Ｒ｜ξｊ）也非常大，导致在 ξｊ
取值很大时的绝对误差将很大．同理，在 ξｊ取值较小
时，其Ｉ（Ｒ｜ξｊ）较小，绝对误差也较小．同时，由于高斯
积分点是向圆心汇集的，使得图３中内层圆环上的大数
据累积的绝对误差相对较大，有时甚至大于外层圆环

上的小数据的积分结果．最终，在ξ（或ρ）方向进行高斯
积分时，则会使得该积分误差累积，造成整体积分的误

差较高．需要说明的是，虽然高斯积分点向圆心汇集，但
是圆心点处的积分结果对整体积分结果贡献并不大，

具体原因可参考文献［１７］中的主值项分析部分，此处
限于篇幅将不再赘述．事实上，根据数值分析结果表明，
当ξ方向取１０个高斯点时，其最内层圆环上的积分结
果Ｉ（Ｒ｜ξ１０）与最外层的圆环上的积分结果 Ｉ（Ｒ｜ξ１）最
大可相差１０个数量级，则对于最内层积分，即使高斯积
分采样点足够密集，使得积分精度达到１０ｅ６，也会产
生足够大的绝对误差并最终累积明显的数值误差，造

成积分结果不稳定．

为解决上述问题，可行的方法即是通过二次变换，

将高斯积分点向远离圆心的方向疏散．目前，针对该类
问题，常用的方向是采用双曲变换，即通过采用适当的

变换参数将高斯积分点向积分区域两端或中间汇

集［１５，１８，１９］．但该方法的变换参数并不固定，需要根据模
型选择最佳参数．此外，双曲变换是同时增大或减小高
斯积分点在积分区域两端的采样密度，而本文需要的

是单向增加高斯积分点密度，因此，双曲变换不适用于

本文．为此，本文提出指数变换
ξ＝ｅｘｐ（ζ） （１６）

其相应雅可比因子为ηζ＝１／ξ，则式（１４）的积分改写为

Ｉｉ３ ＝∫
φｍａｘ

φｍｉｎ
∫
ζｍａｘ

ζｍｉｎ

珘Ｆｉ３（Ｒ）
ξＡ（φ）

ｄζｄφ （１７）

其积分上下限分别为

ζｍｉｎ＝ｌｎ
１
ｈａｒｃｔａｎ

ｈ
Ａ（φ）ρ( )( )

ｍａｘ
，ζｍａｘ＝ｌｎ

π
２( )ｈ （１８）

通过指数变换可显著地将高斯积分点向远离圆心

的方向移动，并且不会明显增加被积函数的复杂度，从

而减少了因高斯积分点过于靠近近奇异点所引起的数

值误差．本文将通过后续数值算例说明该指数变换的
有效性．
３２　形函数变换

对于较为扭曲的高阶曲面单元，当投影点与源单元

的边界非常接近时，原 ＤＡＴ仍然是不稳定的，表现为积
分精度随φ向高斯积分点个数的增加而缓慢增加．为分

析该原因，我们分析式（１２）中的积分∫
φｍａｘ

φｍｉｎ
（１／Ｒ２Ｔ）ｄφ，并

考虑ρ＝ρｍａｘ的情形．此时，通常 ρｈ．以图２（ａ）中蓝色
三角形子块为例，则ρｍａｘ＝ｄ／ｃｏｓφ，于是有

∫
φｍａｘ

φｍｉｎ

１
Ｒ２Ｔ
ｄφ＝∫

φｍａｘ

φｍｉｎ

１
Ａ２（φ）ρ２ｍａｘ＋ｈ

２ｄφ

≈∫
φｍａｘ

φｍｉｎ

１
Ａ２（φ）ρ２ｍａｘ

ｄφ＝∫
φｍａｘ

φｍｉｎ

ｃｏｓ２φ
Ａ２（φ）ｄ２

ｄφ （１９）

由式（１１）知 Ａ２（φ）为椭圆函数，其轴比和取向取
决于ａｕ和ａｖ的大小和方向，因此，当 Ａ

２（φ）对应的椭圆
长短轴之比很大时，１／Ａ２（φ）会随 φ的变化而快速变
化．并且，对于曲面单元，Ａ２（φ）的极值点（最大值或最
小值）与ｃｏｓ２φ的极值点通常是不重合的，当且仅当ａｕ·
ａｖ＝０时才是重合的．该特点使得在高阶曲面单元建模
时，被积函数 １／Ｒ２Ｔ将是自变量 φ的复杂函数，并且
ａｕ·ａｖ的取值越大，１／Ｒ

２
Ｔ随 φ的关系也将更复杂，因

此增加了数值积分的难度．此外，当投影点与边的距离ｄ
很小时，将有φｍａｘ→π／２，φｍｉｎ→－π／２，使得ｃｏｓ

２φ的最小
值接近于０，将近一步使得被积函数ｃｏｓ２φ／（Ａ２（φ）ｄ２）在
积分区域内快速变化，导致高斯积分不稳定．同时，根据
该分析可见，当ｄ较大时，由形函数的影响引起的被积
函数ｃｏｓ２φ／（Ａ２（φ）ｄ２）在积分区域内的变化不会太复
杂，高斯积分仍然较为稳定．

为解决此问题，此处研究形函数Ａ２（φ）的代数表达
式，则由式（１１）展开有

Ａ２（φ）＝１２（ａｕ
２－ ａｖ

２）ｓｉｎ（２φ）

＋ａｕ·ａｖｃｏｓ（２φ）＋
１
２（ａｕ

２＋ ａｖ
２） （２０）
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为方便起见，令ｘ＝０５（ａｕ
２－ ａｖ

２），ｙ＝ａｕ·ａｖ，ｚ＝

０５（ａｕ
２＋ ａｖ

２），ｔ＝ ｘ２＋ｙ槡
２和 ｓｉｎφｍａｘ＝ｘ／ｔ，并且

显然有ｃ＞ｔ，式（２０）可改写为
Ａ２（φ）＝ｔ·ｓｉｎ（２φ＋φｍａｘ）＋ｃ （２１）

考虑基本恒等式

∫ｄφ
ａ＋ｂｓｉｎφ

＝ ２
ａ２－ｂ槡

２
ａｒｃｔａｎ

ａｔａｎｘ２＋ｂ

ａ２－ｂ槡
２
＋ｃ（ａ２ ＞ｂ２）

（２２）
可得

∫１
Ａ２（φ）

ｄφ＝１ｔ
１

（ｚ／ｔ）２－槡 １
·

　ａｒｃｔａｎ

ｚ
ｔｔａｎ

２φ＋φｍａｘ
２ ＋１０

（ｚ／ｔ）２－槡 １

（２３）

因此，定义参数变换

＝１ｔ
１

（ｚ／ｔ）２槡 －１
ａｒｃｔａｎ

ｚ
ｔｔａｎ

２φ＋φｍａｘ
２ ＋１０

（ｚ／ｔ）２槡 －１
（２４）

则显然有

ｄφ＝Ａ２（φ）ｄ （２５）
于是，式（１２）改写为

Ｉｉ３ ＝∫
φｍａｘ

φｍｉｎ
∫
ρｍａｘ

０
珘Ｆｉ３（Ｒ）

Ａ２（φ）
Ａ２（φ）ρ２＋ｈ２

ｄρｄ （２６）

其中ｍａｘ和ｍｉｎ为积分上下限，可由式（２３）得到

ｍｉｎ ＝∫
φｍｉｎ

０

１
Ａ２（φ）

ｄφ，　ｍａｘ＝∫
φｍａｘ

０

１
Ａ２（φ）

ｄφ（２７）

显然，式（２６）中的积分核因子 Ａ２（φ）／（Ａ２（φ）ρ２＋ｈ２）
是随φ的缓变函数，从而解决了因单元扭曲造成的数
值积分不稳定的问题．

４　数值算例
　　为证明本文所提 ＩＤＡＴ方法的有效性，此处首先采
用一高度扭曲的９点曲面四边形单元为源单元进行分
析验证．所采用９点曲面单元的９个控制点坐标分别为
ｒ１＝（－０７，－１０，－０２），ｒ２＝（００，－０７５，－００），
ｒ３＝（０４，－１０，０１），ｒ４＝（－１０，００，－００），ｒ５＝
（００，００，０２），ｒ６＝（１０，００，－００），ｒ７＝（－１０，
１０，０２），ｒ８＝（００，０６５，－００），ｒ９＝（１８，１０，
－０１）．本文所有关于长度的参量均以米为单位．所对
应曲面如图４所示，所研究近奇异投影点约为图中 Ａ
所示位置，即对应图２（ｂ）．图 Ａ点对应参数坐标为（ｕ
＝１２，ｖ＝０４）．所研究被积函数为

ｆ１＝
１
Ｒ＋

１
Ｒ２
＋１
Ｒ３

（２８）

以及

ｆ２＝
ｙ－ｙ′
Ｒ４
＋（ｘ－ｘ′）（ｙ－ｙ′）

Ｒ５
（２９）

需要说明的是，目前的公开文献和软件中还没有

类似的高效数值算法可实现高阶曲面建模下的高阶近

奇异性精确积分，因此该算例的参考结果由 Ｍａｔｌａｂ采
用幸普森积分计算所得，所设定计算精度为１０ｅ８．但
需要强调的是，对于图２（ａ），当投影距离ｈ非常靠近源
曲面时（如ｈ＜１０ｅ４），Ｍａｔｌａｂ中的幸普森积分会因为
出现奇异性而报错，无法提供精确的参考结果；而当投

影距离ｈ离源曲面较远时，所提ＩＤＡＴ算法与原ＤＡＴ算
法的性能差别不大．因此，为保证参考结果的可靠性，该
算例仅对图２（ｂ）进行对比分析研究，而更为一般的对
比将在算例２中进行分析研究．对于（ａ）和（ｂ），本文所
提算法在处理方式上是相同的，但对于（ｂ），若投影点
距离源单元及其边界较远，幸普森积分不会产生奇异，

Ｍａｔｌａｂ可得到可靠的参考结果．为方便进行比较，本文
研究不同的ＤＡＴ算法的性能，并将原ＤＡＴ标记为ｍｅｔｈ
ｏｄ１，将加入指数变换的 ＤＡＴ记为 ｍｅｔｈｏｄ２，将加入形
函数变换的 ＤＡＴ记为 ｍｅｔｈｏｄ３，将加入了指数变换和
形函数变换的ＤＡＴ（即ＩＤＡＴ）记为 ｍｅｔｈｏｄ４．对于（１２）
所示的二维积分，分别将ρ（或ＤＡＴ中的 ξ，或指数变换
中的ζ）方向的高斯积分点个数记为ｎ１，而关于φ（或形
函数变换中的）方向的高斯积分点个数记为ｎ２．

首先研究点Ａ（ｕ＝１２，ｖ＝０４），对于被积函数ｆ１，
不同算法的积分精度随投影距离 ｈ的变化．此时，为保
证高斯积分精度，ｎ１和ｎ２均取为１００．对于ｍｅｔｈｏｄ１，当
投影距离小于１０ｅ４时，其积分结果明显变差，并恒定
于１０ｅ２，而对于采用了指数变换的ｍｅｔｈｏｄ２和ｍｅｔｈｏｄ
４，计算精度可以达到１０ｅ６以下．需要说明的是，当投
影距离近一步减小，如 ｈ＝１０ｅ８，即使采用了指数变
换，精度仍然变差，这是因为此时近奇异点已经非常接
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近于源单元，此时该问题已经非常接近于奇异性问题，

而本文所提算法暂不适合用于奇异性处理．由该图还
可看出，此时的投影点离参数单元的边界较远，加入形

函数变换的ｍｅｔｈｏｄ３与ｍｅｔｈｏｄ１效果几乎一致，与３２
中的分析一致．

图６给出了当投影距离 ｈ固定为１０ｅ６时，对于
被积函数ｆ１，积分精度随投影点与边的距离 ｄ的变化．
即，投影点为ｕ＝１０＋ｄ，ｖ＝０４．从图６中可看出ｍｅｔｈ
ｏｄ１在该情况下几乎失效，但ｍｅｔｈｏｄ２和ｍｅｔｈｏｄ４则可
以得到精确的结果．需要说明的是虽然 ｍｅｔｈｏｄ３中加
入了形函数变换，但因为 ｍｅｔｈｏｄ３中没有指数变换，因
此当投影距离为１０ｅ６时，ｍｅｔｈｏｄ３的积分精度几乎没
有改善．此外，由于ｎ１和 ｎ２均为１００，保证了较高的积
分精度，使得 ｍｅｔｈｏｄ２和 ｍｅｔｈｏｄ４有非常接近的积分
效果．

本文所提ＩＤＡＴ算法除可解决问题①和②中出现
的不稳定外，同时具有快速收敛的特性．为说明此特征，
此处设近奇异点 Ｂ，对应参数坐标为（ｕ＝１０１，ｖ＝
０４），投影距离为 ｈ＝１０ｅ６，对应物理坐标为
（１３１０２７３２４７，０４０２５７２６８７，－００４３５７３８４２），被积函
数为ｆ２．当采用幸普森积分计算参考值时，积分精度为

１０ｅ８，对应的参考值为－１２１１４７７４３３３６０９３１．此外，分
别研究不同算法的积分精度随ｎ１和ｎ２的变化情况，如
图７和图８所示．对于图７，固定 ｎ２＝１００，研究积分精
度随ｎ１的变化，而对于图８，固定ｎ１＝１００，研究积分精
度随ｎ２的变化．从图７和图８中可见，当采用于指数变
换和形函数变化时，ｍｅｔｈｏｄ４随 ｎ１和 ｎ２快速收敛，并
可收敛至更高精度，而原 ＤＡＴ则随着ｎ１和ｎ２的增加，
积分精度收敛至一定水平后几乎保持恒定，不再随高

斯积分点的增加而发生变化．因此，通过以上分析可看
出，所提ＩＤＡＴ算法可极大地提高原 ＤＡＴ算法的稳定
性，在近奇异点非常接近源曲面，以及源曲面边界时，均

可实现精确积分和快速收敛．需要说明的是，所提 ＤＡＴ
和ＩＤＡＴ算法仅是当前 ＳＩＥ算法中的关键技术之一，对
ＳＩＥ的总体计算复杂度无影响，而 ＤＡＴ和 ＩＤＡＴ本身的
算法复杂度为Ｏ（ｎ１·ｎ２），并且与频率无关．

为进一步展示所提 ＩＤＡＴ的效果，在第２个算例中
建立一单位球面，并采用２４个二阶曲面四边形单元拟
合该球面．在球内放置一电偶极子，偶极子位置坐标为
（０３，０２，－０５），极化角为 θ＝４５°，φ＝４５°，频率为
１０ＭＨｚ．现假设球内外介质均为空气，则由惠更斯原
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理，球外的场可由球表面的感应电流和磁流通过式（１）
和（２）计算得到．而感应电流Ｊ和感应磁流Ｍ可由下式
得到

Ｊ＝－^ｎ×Ｈｉｎｃ，Ｍ ＝^ｎ×Ｅｉｎｃ （３０）
其中 ｎ^为球面的单位外法向，Ｅｉｎｃ和Ｈｉｎｃ为偶极子在球
面上产生的入射场．对于该模型，在球面以外区域，通
过式（１）和（２）计算得到的场（记为ＥＨｕｇ和ＨＨｕｇ）应当
与自由空间中偶极子产生的场（Ｅｉｎｃ和Ｈｉｎｃ）相同．然
而，实际上，当场点与球面很接近时，由于近奇异性的

影响而使得上述方法得到的ＥＨｕｇ（或ＨＨｕｇ）与偶极子产
生的真实场Ｅｉｎｃ（或Ｈｉｎｃ）存在误差．并且，对于传统方
法，场点与球面越接近，近奇异性越强，误差越大．由
于式（１）和（２）对等，此处只对式（１）所得电场进行分
析研究．针对该特殊模型，需要说明的是：①该算例选
择空气球面为目标，则其理论上不会产生附加散射，

便于获得精确的参考结果；②该算例直接采用惠更斯
等效源，避免了 ＳＩＥ算法中的基函数展开和矩阵方程
求解所引入的附加误差，保证了此处 ＩＤＡＴ算法性能
分析的可信度．

为便于分析，图９所示单位球面被均匀剖分成２４
个曲面单元，即该２４个单元具有完全相同的几何形状，
仅是空间位置和方位不同．显然，该单位球面采用２４个
曲面四边形拟合是很粗糙的，即几何建模精度较低．因
此，此处所提的球面投影距离实际上是在曲面单元上

的投影距离．不失一般性，选择该球面上的第２３号单元
进行分析研究，其 ９个控制点的物理坐标为 ｒ１＝
（０７０７１１，００，－０７０７１１），ｒ２＝（０６７３８９，０３０２９１，
－０６７３８９），ｒ３＝（０５７７３５，０５７７３５，－０５７７３５），ｒ４＝
（０９２３８８，００，－０３８２６８），ｒ５＝（０８４９８７５９１３３，
０３５８６２３８４５９８３，－０３５８６２３８４６３７７），ｒ６＝（０６７３８９，
０６７３８９，－０３０２９１），ｒ７＝（１０，００，００），ｒ８＝
（０９２３８８，０３８２６８，００），ｒ９＝（０７０７１１，０７０７１１，
００），如图中的黄色区域所示．同时，为典型分析所提
ＩＤＡＴ的性能，选择图中的典型位置进行研究，即取近奇
异投影点为如图所示的 Ａ点（ｕ＝－０２，ｖ＝０４），Ｂ点
（ｕ＝－１０，ｖ＝－０６）和 Ｃ点（ｕ＝１０，ｖ＝－１０）．误
差定义为

ｅｒｒｏｒ＝ （^ｎ·ＥＨｕｇ－^ｎ·Ｅｉｎｃ）／^ｎ·Ｅｉｎｃ （３１）
其中 ｎ^为投影点处参数单元上的单位外法向矢量．

首先，研究在投影点 Ａ处计算精度随投影距离 ｈ
的变化，如图１０所示．此时，ｎ１＝ｎ２＝１００，可保证数值
积分的高精度．从图中可见，对于ｍｅｔｈｏｄ１和ｍｅｔｈｏｄ３，
因为未使用指数变换，当投影距离较小时，其积分精度

明显较差，并趋于恒定，而采用了指数变换的 ｍｅｔｈｏｄ２
和ｍｅｔｈｏｄ４则可以收敛至１０ｅ９的精度．与图５相似，
当投影距离非常小，使得 ｈ趋近于０时，该近奇异性积

分趋近于奇异性积分，所提 ＩＤＡＴ的效果也将变差，但
仍然可达到１０ｅ４的积分精度．可见，采用指数变换极
大地提高了近奇异性处理能力．

图１１给出了积分精度随投影点与边的距离ｄ的变
化．此时取Ｂ点，即，ｕ＝－１０＋ｄ，ｖ＝－０６，ｎ１＝ｎ２＝
１００，投影距离 ｈ为１０ｅ６．与图６类似，当投影距离 ｄ
与边很接近时，ｍｅｔｈｏｄ１和ｍｅｔｈｏｄ３几乎失效，而ｍｅｔｈ
ｏｄ２和ｍｅｔｈｏｄ４却可以实现精确积分．为进一步说明指
数变换的影响，图１２给出了 ｍｅｔｈｏｄ１和 ｍｅｔｈｏｄ２在 Ａ
和Ｂ点的积分精度随 ｎ１的变化．此时，投影距离为
１０ｅ７，Ａ点坐标为（ｕ＝－０２，ｖ＝０４），Ｂ点坐标为
（ｕ＝－１０＋１０ｅ７，ｖ＝－０６）．由于投影距离 ｈ太小，
ｍｅｔｈｏｄ１是失效的，积分结果几乎恒定．而采用了指数
变换的ｍｅｔｈｏｄ２则可快速收敛至精确结果．从图中可
看出，当 ｎ１取 ２５时，该积分即可收敛至 １０ｅ８的精
度．为研究形函数变换对积分精度的影响，图１３分别给出
了在 Ｂ点和Ｃ点处ｍｅｔｈｏｄ２和ｍｅｔｈｏｄ４的积分精度随ｎ２
的变化．此时，投影距离ｈ为１０ｅ７，Ｂ点为（ｕ＝－１０＋
１０ｅ７，ｖ＝－０６），Ｃ点为（ｕ＝１０－１０ｅ７，ｖ＝－１０＋
１０ｅ３）．从图中可见，ｍｅｔｈｏｄ４在 Ｂ和 Ｃ点均可快速收
敛，而ｍｅｔｈｏｄ２在 Ｂ点可快速收敛，在 Ｃ点却收敛很
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慢．这是因为，在 Ｂ点，方向矢量ａｕ与ａｖ几乎正交，而在
Ｃ点则非正交．实际上，在 Ｂ点 ａｕ·ａｖ ＝１５ｅ３，而在
Ｃ点，ａｕ·ａｖ ＝５５ｅ１，因此，在Ｃ点，由于形函数的影
响，使得数值积分更难精确积分．而对于采用了形函数
变换的ｍｅｔｈｏｄ４，则可以实现快速收敛，达到精确求解
的目的．这也与前文所分析的形函数对积分结果的影
响相符．

为进一步说明所提方法用于计算电大尺寸目标表

面近场时的有效性，此处仿真分析了一圆柱体结构的

表面电场分布．所分析圆柱体的直径为 ２０ｍ，高度为
５ｍ，旋转轴为ｚ轴，坐标原点为下底面的中心．采用电偶
极子激励，其位置为（１０，－１５，２０），而极化角为 θ＝
９０°，φ＝６０°，工作频率３００ＭＨｚ．目标表面采用９点的曲
面四边形单元进行离散，共使用了１５１２３２个单元．对于
此算例，我们分析距离上顶面１０ｅ６处的表面近场，其
观察点坐标为（－５０～５０，１０，５０＋１０ｅ６）．与算例
２类似，该算例中我们仍然将所计算的圆柱体内填充空
气，即圆柱体表面为一虚拟表面，而表面感应电流（由

激励场产生的惠更斯源）可由式（３０）计算得到．此时，
在观察点处，填充了空气的圆柱体表面所产生的散射

场理论值为０．但由于观察点距离圆柱表面很近，当采
用（１）和（２）计算表面近场时，将存在严重的近奇异性，
若不进行处理将无法得到可靠的结果．对于该算例，我
们将重点研究ＤＡＴ与ＩＤＡＴ的计算性能，即ｍｅｔｈｏｄ１和
ｍｅｔｈｏｄ４，因此，我们分别采用ＤＡＴ和ＩＤＡＴ算法分析计
算了观察点处的 Ｅｚ场分量，并与理论值进行对比（即
入射场），如图１４所示．此时根据前述分析结果，为保证
ＤＡＴ和ＩＤＡＴ的积分精度，设定 ｎ１＝ｎ２＝５０．此处所述
场分量是偶极子的直射场与圆柱体表面惠更斯源计算

出的二次场之和，即总场．此时，由于观察点是一条直
线，随着ｘ取值的变化，需要进行近奇异性处理的单元
也将不同，并且在不同单元上的投影点参数坐标以及

与单元边界的距离 ｄ也将不同（如图２所示）．如前所
述，考虑到观察点与圆柱面的距离非常小，ＤＡＴ算法表
现不稳定，其所计算得到的表面近场与理论解存在明

显误差，尤其是场点位置接近单元边界时，如图 １４所
示．而本文所提ＩＤＡＴ则可以针对不同的情况有效地控
制精度，从而保证了所计算表面近场与理论结果的精

确吻合．需要说明的是，图１４仅给出了Ｅｚ分量，但其它
电场和磁场分量的情况与之类似，此处限于篇幅不再
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一一描述．

５　总结
　　本文在前期双正切变换（ＤＡＴ）的基础上，针对高
阶曲面建模中 ＤＡＴ在计算３阶近奇异性积分时所存
在的不稳定问题：①当近奇异点与源曲面投影距离很
小时，积分精度较低；②当投影点与源单元边界距离
很小时，积分精度和收敛速度对单元扭曲程度高度敏

感．本文分析了形成该现象的原因，并针对上述问题
分别提出了两种变换方法，即针对问题①提出了指数
变换，使得当近奇异点与源曲面投影距离很小时，

ＤＡＴ算法仍然能精确计算３阶近奇异性积分，针对问
题②，提出形函数变换，解决了积分精度和收敛速度
对单元扭曲过于敏感的问题．所提改进型双正切变换
（ＩＤＡＴ）极大地提高了原 ＤＡＴ算法的稳定性，实现了
在高阶曲面建模时３阶近奇异性积分的精确稳定计
算．本文最后通过数值算例证明了所提算法的高效性
和稳定性．
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